Φάση 4η  - Φάση 5η :    «Η Παράγωγος Συνάρτησης σε σημείο»


ΦΥΛΛΟ  ΕΡΓΑΣΙΑΣ 3ο 


ΟΝΟΜΑΤΕΠΩΝΥΜΑ ΟΜΑΔΑΣ ΜΑΘΗΤΩΝ :  1)   …………………………………………………………
                                                                               2)   ………………………………………………………...

Φάση 4η: 

Στην αρχή της 3ης διδακτικής ώρας ο διδάσκων κάνει μία ανασκόπηση των συμπερασμάτων και των ορισμών των δύο προηγουμένων διδακτικών ωρών.
Έτσι, υπενθυμίζει στους μαθητές ότι οι ορισμοί της στιγμιαίας ταχύτητας ενός κινητού και της εφαπτομένης σε σημείο επαφής μιας καμπύλης (συνάρτηση), μας οδήγησαν σε ένα όριο της μορφής:


[bookmark: _Hlk132194488]Τότε ο διδάσκων εισάγει τους ορισμούς της παραγωγίσιμης συνάρτησης και της παραγώγου συνάρτησης σε σημείο x0  ως εξής:

· Oρισμός της παραγωγίσιμης συνάρτησης

Αν το όριο  υπάρχει και είναι πραγματικός αριθμός, τότε λέμε ότι η f είναι παραγωγίσιμη σε σημείο x0  του πεδίου ορισμού της.

· Oρισμός της παραγώγου συνάρτησης σε σημείο x0  


Το όριο  ονομάζεται παράγωγος της f στο x0, συμβολίζεται με f’(x0) και γράφεται: 





Ο διδάσκων ζητά από τους μαθητές να εμπλακούν υπολογιστικά σε ένα παράδειγμα για την κατανόηση της παραγώγου συνάρτησης σε ένα συγκεκριμένο σημείο με την βοήθεια του ορίου μορφής 
Παράδειγμα 1:
Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x2 +1 και ζητείται η εύρεση της παραγώγου της f στο σημείο x0 = 1. 

Πραγματικά, οι μαθητές ανά δύο όπως είναι τοποθετημένοι στο εργαστήριο πληροφορικής, σε κόλλες που τους έχουν δοθεί, εμπλέκονται στην λύση του παραπάνω παραδείγματος.
Αναμένεται οι μαθητές να απαντήσουν:



Άρα f’ (1) = 2.

Θέλοντας ο διδάσκων να δώσει μια άλλη μορφή του παραπάνω ορίου ανακαλεί στη μνήμη των μαθητών την μέθοδο της αντικατάστασης στα όρια.

[bookmark: _Hlk132203196]Συγκεκριμένα ζητά από τους μαθητές να ξεκινήσουν από τον ορισμό της παραγώγου της συνάρτησης f στο x0,   και να θεωρήσουν τον παρονομαστή x – x0 με μια βοηθητική μεταβλητή h.
Ρωτά λοιπόν: Ποια μορφή ορίου θα έχει η παράγωγος της f στο x0;
Οι μαθητές θα εμπλακούν σε υπολογισμό ορίου με την μέθοδο της αντικατάστασης που έχουν διδαχθεί στην παράγραφο 1.5
Αναμένεται να απαντήσουν:
· Θέτουμε x – x0 = h
· x = x0 + h
· x  x0  x – x00  h  0
· 

Έτσι οι μαθητές παρουσίασαν έναν εναλλακτικό τύπο της παραγώγου συνάρτησης f στο x0 




Διάφορα ερωτήματα γεννιούνται από τον ορισμό της παραγώγου συνάρτησης σε ένα σημείο x0. 
Ρωτά ο διδάσκων τους μαθητές:
Τι γίνεται αν το σημείο x0 είναι εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού της f
Πριν απαντήσουν οι μαθητές ο εκπαιδευτικός δίνει μία σειρά  παραδειγμάτων για να οδηγήσει τη σκέψη των μαθητών στην σωστή απάντηση (επαγωγικά, από το μερικό στο γενικό).
Παράδειγμα 2:

Δίνεται η συνάρτηση: 
[bookmark: _Hlk132210846]Να δείξετε ότι η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0 και να βρείτε την f’(0).
Ο εκπαιδευτικός συζητά με τους μαθητές με το τι γίνεται με την συνέχεια της f; 
Αναμένεται οι μαθητές να απαντήσουν ότι παίρνουμε πλευρικά όρια στο σημείο αλλαγής τύπου της συνάρτησης. 
Τότε ο διδάσκων συμπληρώνει ότι και στην παράγωγο συνάρτησης σε σημείο, έχουμε όρια, οπότε αβίαστα βγαίνει το συμπέρασμα ότι θα χρησιμοποιήσουμε πλευρικά όρια για τον υπολογισμό της παραγώγου στο σημείο x0 = 0.
Οι μαθητές εμπλέκονται σε υπολογισμούς απλών ορίων.
Για επαλήθευση αυτών που γράψανε ο εκπαιδευτικός ζητά να ανοίξουν οι μαθητές το αρχείο Παράγωγος Αριθμού.ggb και να τσεκάρουν το κουτάκι Παραγωγίσιμη Συνάρτηση.

Παράδειγμα 3:

Δίνεται η συνάρτηση: 
Να ελέγξετε αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.
Οι μαθητές παρατηρούν ότι το x0 = 0 είναι σημείο αλλαγής τύπου άρα θα εργαστούν με παρόμοιο τρόπο.
Για επαλήθευση αυτών που γράψανε ο εκπαιδευτικός ζητά να ανοίξουν οι μαθητές το αρχείο Παράγωγος Αριθμού.ggb και να τσεκάρουν το κουτάκι Μη Παραγωγίσιμη Συνάρτηση.

Κατόπιν ο διδάσκων σε συνεργασία με τους μαθητές διατυπώνουν τη συνθήκη που πρέπει να ισχύει ώστε μία συνάρτηση f να είναι παραγωγίσιμη σε σημείο αλλαγής τύπου.

· Ορισμός Πλευρικής Παραγωγισιμότητας.

Αν το σημείο x0 είναι εσωτερικό σημείο του πεδίου ορισμού της f, τότε:



Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο σημείο x0, αν και μόνο αν υπάρχουν τα όρια ,   στο  και είναι ίσα.

Φάση 5η: 

Το παράδειγμα 3 δίνει το έναυσμα να απευθύνει ο διδάσκων ακόμη ένα ερευνητικό ερώτημα. Υπάρχει εσωτερικό σημείο x0 του πεδίου ορισμού της συνάρτησης f στο οποίο να υπάρχει συνέχεια και όχι παραγωγισιμότητα;
Ο εκπαιδευτικός προτρέπει να δούνε οι μαθητές στο λογισμικό το λυμένο παράδειγμα 3 και να παρατηρήσουν το σημείο x0 = 0.
Πραγματικά αναμένεται οι μαθητές να απαντήσουν ότι η f είναι συνεχής εκεί και όχι παραγωγίσιμη. 
Στη συνέχεια ο εκπαιδευτικός προσπαθεί με παράδειγμα να δώσει στους μαθητές να καταλάβουν αυτά τα «ιδιαίτερα σημεία» και πως να τα καταλαβαίνουν στην γραφική παράσταση. 
Προτρέπει τους μαθητές να τσεκάρουν το κουτάκι Παραγωγισιμότητα και Συνέχεια στο ίδιο αρχείο geogebra που διαπραγματεύονται στην 3η διδακτική ώρα.
Εκεί παρατηρούν οι μαθητές ότι η συνάρτηση f(x) = |x| είναι συνεχής στο 
x0 = 0 ενώ δεν είναι παραγωγίσιμη. 
Επίσης παρατηρούν ότι στο x0 = 0 η συνάρτηση παρουσιάζει «γωνία».
[image: ]Τότε ο διδάσκων ζητά να τσεκάρουν το κουτάκι Γωνιακό Σημείο και έτσι να εμφανιστεί η συνθήκη που πρέπει να ισχύει, ώστε ένα σημείο να είναι γωνιακό. 


Η γενίκευση  των παρατηρήσεων των μαθητών επιτυγχάνεται με το Θεώρημα Συνέχειας και Παραγωγισιμότητας.
Διατυπώνεται το Θεώρημα και ο διδάσκων προσπαθεί με βήματα να δώσει μία κατεύθυνση στην απόδειξη αυτού του θεωρήματος.

Θεώρημα  
Αν μία συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα σημείο x0 τότε είναι και συνεχής στο σημείο αυτό.

Απόδειξη:
Ο εκπαιδευτικός δίνει τα βήματα που θα ακολουθήσουν οι μαθητές.
1. Για x ≠ x0 ,  f(x) - f(x0) = 
Πολλαπλασιάστε και Διαιρέστε με το (x - x0)

Οι μαθητές αναμένεται να εμφανίσουν την ισότητα: 
2. Περάστε στα όρια στο x0 στο πρώτο και δεύτερο μέρος της παραπάνω ισότητας. 

Οι μαθητές αναμένεται να εμφανίσουν: 
3. Στο δεύτερο μέρος της παραπάνω ισότητας «σπάστε» τα όρια του γινομένου.
Οι μαθητές αναμένεται να εμφανίσουν:


4. 
[bookmark: _Hlk132218920]Υπολογίστε τα όρια που προέκυψαν στο δεύτερο μέρος, λαμβάνοντας υπόψη ότι  (Η f είναι παραγωγίσιμη στο x0)
[bookmark: _Hlk132217063]Οι μαθητές αναμένεται να εμφανίσουν:


5. Τι παρατηρείται; 
Οι μαθητές αναμένεται να εμφανίσουν:

, δηλαδή η f είναι συνεχής στο x0.
Με αυτόν τον τρόπο οι μαθητές ενεπλάκησαν στην απόδειξη του θεωρήματος ακολουθώντας τα βήματα του εκπαιδευτικού. 

Ολοκληρώνοντας το τρίωρο σενάριο της παραγράφου 2.1 ο εκπαιδευτικός επαναλαμβάνει τις έννοιες που παρουσιάστηκαν στο εργαστήριο πληροφορικής και δίνει μερικά σχόλια στην στιγμιαία ταχύτητα, στην εφαπτομένη σε σχέση με την παράγωγο συνάρτησης σε σημείο και στο θεώρημα που μόλις αποδείχθηκε. 

Σχόλια!!!
1. Η στιγμιαία ταχύτητα ενός κινητού, τη χρονική στιγμή t0,  είναι η παράγωγος συνάρτησης της θέσης του κινητού S(t) τη χρονική στιγμή t0. Δηλαδή U(t0) = S’(t0)
2. 

Η εξίσωση της εφαπτομένης όπως παρουσιάστηκε την 2η διδακτική ώρα , με , οπότε η εξίσωση γράφεται:


3. Από το θεώρημα αποδείχθηκε ότι:
Αν η f είναι παραγωγίσιμη στο x0 τότε η f είναι συνεχής στο x0.
Το αντίστροφο δεν ισχύει όπως φάνηκε στα παραδείγματα.
Το αντίστροφο ισχύει με άρνηση (αντιθετοαντιστροφή)
Δηλαδή:
Αν η f δεν είναι συνεχής στο x0 τότε η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο x0. 
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